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摘要：高等数学是工科院校学生的重要基础理论课，运用数形结合教学法可以将抽象的概念直观化，提高学生

的积极性和学习效率。文章结合山东建筑大学高等数学教学，分析了教学过程中几何教学法存在的问题和数

形结合的重要性，提出了可以用于教学实践的数形结合教学方法，采用启发式教学法与几何教学法相结合的手

段，通过分析图像提出问题引导学生学习，并在山东建筑大学高等数学教学中取得了一定的成绩。
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０　引言

高等数学是一门重要的基础理论课，其教学效

果直接影响工科类专业的本科教学质量以及创新人

才的培养。高等数学的内容严谨，高度逻辑性的分

析语言体现了数学之美，但是抽象的数学概念也造

成了学生理解上的困难，如何改进高等数学的教学

过程一直是教学研究的重要课题。２０１５年教师节
前夕，李克强总理提出希望教师做精做细教学本职，

激发和挖掘学生的创新能力。在教学手段日益丰富

的今天，教师应该思考适应时代要求、适于学生学习
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的教学方法，培养学生的数学思维，激发学生的创新

能力。

随着多媒体课件以及数学软件的兴起，几何教

学法近年来越来越受到重视［１］。几何图像可以将

抽象的高等数学概念具体化，使学生通过形象思维

直观地理解概念，但是单纯应用几何图像教学往往

具有具体性的特征，无法展示数学的逻辑性。已有

文献多是对几何图像进行举例展示，较少涉及对几

何图像的引入分析［２－３］。如果教师在几何教学的过

程中通过提问、对比等方式启发学生思考，使学生能

够用代数语言描述几何问题，或者用几何图像分析

代数问题，那么对于培养学生的创造力和解决问题

的能力都有重要意义。

文章结合山东建筑大学数学教学，分析了教学

过程中几何教学法存在的问题和数形结合的重要

性，将启发式教学法［４］与几何教学法相结合，通过

分类举例详细说明数形结合教学法在高等数学中的

应用，在对教学内容进行几何展示的同时，分析几何

图像并提出问题，引导学生用数学思维去观察、解决

问题。

１　高等数学教学中几何教学法存在的
问题

１．１　教学学时不足和资源有限
高等数学是工科类专业学生学习后续技能的必

备课程，例如大学物理、力学、电学等课程都用到了

高等数学的知识，机械设计课程与定积分的几何应

用密切相关。但是高等数学课程教学学时不足，教

师只能将教学内容进行压缩，删减复杂的定理证明，

忽视引导学生从问题来源和几何直观化方面理解概

念定理，缺少必要的几何应用训练教学［５］。普通工

科院校的另一现状是教学资源有限，以山东建筑大

学为例，高等数学采用大班授课，学生过多导致教师

无法兼顾每一个学生的学习特点和学习进度，不能

采用以学生讨论为主的教学方法，学生被动地接受

知识，缺乏独立思考和创新思维的能力。

１．２　教学方法单一
学生对课程的关注度主要由学生的学习热情和

积极性决定，几何教学法可以将数学的美和神奇展

现出来，使学生在生动活跃的学习环境中培养对数

学的兴趣。但是教师过分强调几何图像的展示，缺

少对数学思想的阐述，或者以几何图像代替对定理

概念的理论证明，使得学生对问题的认识仅能停留

在感性阶段，难以上升到理性阶段［８］。建筑工程中

存在着大量的几何问题，而高等数学的定理概念都

是用代数语言去描述的，如果学生不知道代数理论

与几何现象之间的联系，那么面对工程问题时就难

以应用所学的数学知识解决实际问题。

１．３　教学应用存在误区
借助于现代教具，教师可以通过数学软件的作

图能力构造生动准确的几何图像，解决板书教学时

难以处理的作图问题［６－７］。但是教师在做几何展示

的过程中容易产生以偏概全的假象，学生会错误地

认为通过构造特殊函数的几何图像可以代替应用严

格的分析语言证明定理。事实上采用几何图像演示

教学内容在本质上说是通过举例的方法进行授课，

列举法不能涵盖所有的情况，因此在教学时需要慎

重选择几何示例，并说明举例的特殊性，必要时可以

选取多个几何示例作对照。

２　高等数学数形结合教学法的重要性

分析高等数学的内容和方法会发现，研究几何

问题是微积分的重要起源，也渗透于高等数学的每

一个章节［９］。有些直观的几何现象用抽象的数学

分析语言描述出来就是高等数学中的概念定理。应

用几何图像可以直观地理解抽象概念［１０］、寻找证明

思路、化简积分的计算［１１－１２］，化难为易。

数形结合的过程既是将抽象的数学语言与直观

的图形相结合，实现抽象概念与形象表现之间转化

的过程，也是学生的形象思维与抽象思维共同运用、

互相促进的过程，学生通过形象思维理解数学概念，

可以提高学习积极性和学习效率。因此可以应用数

形结合的方法启迪学生思考、激发学生兴趣。

我国古代从宋元时期就形成了数形结合的思

想，通过用代数语言描述一些几何现象，将几何关系

的研究归结为函数表达式之间的代数关系，成为解

析几何的先驱。因此教师在高等数学教学中加强培

养学生的兴趣和应用数学知识解决问题的能力有很

重要的实际意义。

３　高等数学数形结合教学改革方法

针对高等数学教学中几何教学法存在的问题，
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考虑到工科院校教学学时不足、教学资源有限的现

状一时难以改变，提出如下改革方法：

３．１　重视对数学思维的阐述
例如，曲线的凹凸性是曲线的一种几何现象，但

是怎样用代数表达式来定义和判断曲线的凹凸性

呢？在讲课时让学生观察图１（ａ）和图１（ｂ）中曲线
弧Ｌ１和Ｌ２上，弦ＡＢ、ＣＤ与相应弧的位置关系，及

在点ｘ１，ｘ２的中点
ｘ１＋ｘ２
２ 处弦和弧上对应函数值的

大小。容易看出，对于上凹的曲线 Ｌ１，曲线上点
ｘ１＋ｘ２
２ 的纵坐标 ｆ（

ｘ１＋ｘ２
２ ）小于弦上点的纵坐标

ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ２）
２ ，而对于上凸的曲线 Ｌ２情况恰好相

反。由此启发学生自己归纳出凹凸性的定义。

图１　曲线凹凸性示意图
（ａ）上凹曲线的图像；（ｂ）上凸曲线的图像；（ｃ）上凹曲线的切线变化；（ｄ）上凸曲线的切线变化

　　由图像得到了凹凸性的定义，进一步地通过图
像总结出判定定理。为得到凹凸性和导数之间的关

系，根据导数的几何意义，可以过曲线上自变量依次

递增的三个点做切线，让学生观察这三点处曲线的

切线倾斜程度。学生对比发现图１（ｃ）中凹弧的切线
倾角随着自变量的增大而增大，即一阶导数单调递

增，如果函数二阶导数存在，那么二阶导数大于０。
而图１（ｄ）中凸弧恰好相反，切线倾角随着自变量的
增大而减小，即一阶导数单调递减，二阶导数小于

０。得到了凹凸性的判定定理后，再结合图像加以证
明。最后，为避免学生混淆凹凸性与二阶导数的关

系，可以通过图１（ｃ）和图１（ｄ）中右上角的符号帮
助学生加深记忆，凹弧二阶导数符号为正，凸弧二阶

导数符号为负。

再比如，在学习一元函数与极限中无穷大的概

念时，学生经常将无穷大与无界函数的概念相混淆。

无穷大的定义为［１３］：如果对于任意给定的正数 Ｍ，
总存在正数δ（或正数Ｘ），只要０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ（或
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｜ｘ｜＞Ｘ）时，函数ｆ（ｘ）的绝对值都大于Ｍ，那么称
ｆ（ｘ）为当ｘ→ｘ０（或ｘ→∞）时的无穷大。而无界函
数的定义为［１３］：如果对于任意给定的正数 Ｍ，总存
在ｆ（ｘ）的定义域内的一点ｘ０，使得函数ｆ（ｘ）的绝对
值大于Ｍ，那么称 ｆ（ｘ）在定义域内是无界函数。从
数学分析语言上学生难以理解和区分这两个概念，

此时可以借助几何图像举例说明。例如：函数ｙ＝ｅｘ

是当ｘ→＋∞时的无穷大，其图像如图２（ａ）所示，
当ｘ→＋∞时，函数值逐渐增大，函数曲线向ｙ轴的
正无穷方向延伸，通过在ｙ轴上任意选取ｙ＝Ｍ，总
可以对应地找到ｘ０ ＝Ｘ，使得｜ｘ｜＞Ｘ时，｜ｅ

ｘ｜＞
Ｍ。

图２　无穷大与无界函数对比图示意图
（ａ）函数ｙ＝ｅｘ的图像；（ｂ）函数ｙ＝ｘｃｏｓｘ的图像

　　与之相对应地，无界函数 ｙ＝ｘｃｏｓｘ不是当
ｘ→＋∞时的无穷大［１４］，其图像如图２（ｂ）所示，当
ｘ→＋∞时，函数值的振荡幅度虽然逐渐增大，并趋
向于ｙ轴的正负无穷方向，但是函数值始终会回落
到ｙ＝０附近，此时任意选取ｙ＝Ｍ，当ｘ→＋∞时，
不仅存在使｜ｆ（ｘ）｜＞Ｍ的点，也存在使｜ｆ（ｘ）｜≤
Ｍ的点ｘ１，即当ｘ→＋∞时函数ｆ（ｘ）的绝对值并不
一致趋于 ＋∞。

以上的教学实例都是结合抽象概念的几何图

形，通过对比图形加深学生对概念的理解。教师不仅

借助几何意义解释概念定理，更注重引导学生用数

学语言描述现实中的几何现象，使学生理解数学是

描述现实世界的工具，认识数学的重要性。

３．２　应用几何图像启发学生思考
许多定理的证明是几代数学家思想的结晶，直

接讲解，学生难以体会数学家的思维过程，与几何图

像相结合可以使学生自主地发现问题，激发学生探

索的积极性。例如，ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１是非常重要的极限，

在后续章节中都有应用，用定义和极限运算法则无

法证明这个极限，需要应用夹逼准则证明，但是学生

图３　四分之一的单位圆示意图

很难找到与
ｓｉｎｘ
ｘ 有关的不等式。在讲解时首先利用

角ｘ与正弦函数 ｓｉｎｘ在图像中的关系，引导学生回
顾中学所学的三角函数的定义，通过构造半径为１
的单位圆，找到ｘ、ｓｉｎｘ、ｔａｎｘ间的不等关系。如图３

所示，设圆心角∠ＡＯＢ＝ｘ，其中０＜ｘ＜π２，作ＢＣ

⊥ＯＡ，学生易知ｓｉｎｘ＝２ＳΔＡＯＢ，ｘ＝２Ｓ扇形ＡＯＢ
为得到ｔａｎｘ，过点Ａ做圆的切线，使其与ＯＢ的延长
线相交于Ｄ，则ｔａｎｘ＝２ＳΔＡＯＤ的面积。比较面积
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大小可得 ｓｉｎｘ＜ｘ＜ｔａｎｘ，进一步得到 ｃｏｓｘ＜
ｓｉｎｘ
ｘ ＜１，利用夹逼准则可证得ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１。

又如中值定理是用分析语言描述连续曲线在闭

区间上的几何现象，因为曲线方程由抽象函数表示，

所以证明定理存在困难。在讲解拉格朗日中值定理

时，教师先对比了图４中的（ａ）和（ｂ）：观察图４（ａ）
满足罗尔定理的情况可以发现，如果一条连续的曲

线弧，除端点外处处有不垂直于ｘ轴的切线，且过两
个端点的弦ＡＢ平行于ｘ轴，那么必在ＡＢ间存在最
高点Ｃ，过 Ｃ点的切线平行于 ｘ轴，也即平行于弦
ＡＢ，切线斜率为０。将图４（ａ）中的弦ＡＢ以Ａ为中心
旋转任意角度就得到图４（ｂ），曲线端点 Ａ、Ｂ不再
有高度相等的限制，但过点Ｃ的切线平行于弦ＡＢ的

性质仍然成立，因此过点Ｃ的切线斜率等于弦ＡＢ的
斜率。

学生通过图像认识到拉格朗日中值定理和罗尔

定理的相关性，接着在教师的引导下构造满足罗尔

定理的辅助函数来证明拉格朗日中值定理。观察图

４（ｂ），学生可以发现曲线与弦在 Ａ、Ｂ两点相交，也
就是说曲线方程和弦的方程在这两点的函数值相

等，因此假设弦的方程为 ｙ＝Ｌ（ｘ），只要构造辅助
函数Ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－Ｌ（ｘ），就有Ｆ（ａ）＝Ｆ（ｂ）＝０，
Ｆ（ｘ）满足罗尔定理。由此借助罗尔定理的结论可得

Ｆ′（ξ）＝ｆ′（ξ）－ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）ｂ－ａ ＝０，即 ｆ′（ξ）＝

ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）
ｂ－ａ 。

图４　中值定理的几何意义示意图
（ａ）满足罗尔定理的情况；（ｂ）满足拉格朗日中值定理的情况

　　以上的教学实例说明，结合几何图形可以改变
以往对证明过程繁琐沉闷的讲解方法，开拓学生的

思路，帮助学生形成数学思维，活跃课堂氛围，但是

不能避繁就简，代替定理在理论上的证明过程。

３．３　合理选取几何示例充实教学内容
除了一些从几何空间中抽象出的数学概念外，

还有一些表面上并不具有几何直观意义的数学概念

可以通过几何图像加深理解。例如，在学习无穷级数

这一概念时，学生难以理解为什么需要将函数表达

成无穷级数，因此难以对无穷级数的相关理论产生

兴趣。采用几何图像演示的方法可以使学生看到简

单函数的图像是如何逐渐接近于复杂函数图像的，

继而了解用简单函数构成的无穷级数来表达复杂函

数是刻画复杂函数的有效方法。

学生学过最简单的一类函数是多项式，如何用

多项式在ｘ＝０点逼近ｙ＝ｆ（ｘ）呢？回顾微分的几何

意义，可以用ｙ＝ｆ（ｘ）在ｘ＝０处的切线段ｙ＝ｆ（０）
＋ｆ′（０）·ｘ来近似代替ｘ＝０附近的局部曲线。用直
线近似曲线误差较大，如果用二次曲线近似，那么在

ｘ＝０处与ｙ＝ｆ（ｘ）的凹凸性相同的曲线更加贴近
曲线ｙ＝ｆ（ｘ），即过（０，ｆ（０））点且二阶导数等于

ｆ″（０）的曲线ｙ＝ｆ（０）＋ｆ′（０）·ｘ＋ｆ
″（０）
２！ ·ｘ

２比

切线段更近似函数曲线。根据几何意义以此类推，逐

渐增加近似曲线的阶数，就得到一系列逐渐逼近曲

线ｙ＝ｆ（ｘ）的近似曲线。最后通过图像展示近似曲
线的逼近程度，以指数函数 ｆ（ｘ）＝ｅｘ为例，由图５
可以看出在ｘ＝０附近，随着ｎ→＋∞，曲线ｙ＝１＋

ｘ＋ｘ
２

２！＋… ＋
ｘｎ
ｎ！越来越接近曲线ｙ＝ｅ

ｘ，所以可以

用指数函数在ｘ＝０处的幂级数展开式计算ｆ（ｘ）＝
ｅｘ在ｘ＝０附近的函数值。
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图５　幂级数部分和逼近ｅｘ的示意图

在讲解函数展开成傅里叶级数时，可以通过几

何图形演示傅里叶级数的逼近过程，帮助学生理解。

如图６（ａ）中，ｓｉｎ（ｘ）与ｃｏｓ（ｘ）叠加后形成新的波

形槡２ｓｉｎ（ｘ＋
π
４）；图６（ｂ）中，由奇数倍基波频率的

正弦函数ｓｉｎｘ，１３ｓｉｎ（３ｘ），
１
５ｓｉｎ（５ｘ），

１
７ｓｉｎ（７ｘ）…

依次叠加后形成波形
４
π∑

７

ｎ＝１

１
１＋２ｎｓｉｎ［（１＋２ｎ）ｘ］，

从图中可以看出随着叠加的正弦波个数增多，波形

越来越接近矩形波，当正弦波的个数增加到无穷多

个的时候，它们最终会叠加形成一个标准的矩形波，

因此可以用傅里叶级数逼近一般形式的周期函数。

由此可见，数形结合可以构建概念，展现数学的神

奇，教学的最终目的是通过几何图像拓展学生的想

象力，激发学生的学习兴趣。

图６　傅里叶级数部分和形成的波形图
（ａ）共振波ｓｉｎｘ＋ｃｏｓｘ；（ｂ）矩形波形成过程

４　应用数形结合教学法取得的成效

我校高等数学教学团队在深入挖掘教学内容的

基础上，对每个知识点都找到相应的几何意义，并对

教学时所展示的几何图像补充相应的问题和说明分

析，使得教学内容不仅呈现出数学的美，更加体现出

数学的逻辑思维。在工学及物理类专业的高等数学

教学中应用了数形结合方法后，在课时量不变的情

况下，增加了师生间的互动，例如讲解微分中值定理

时，以往的教学过程主要以教师讲解为主，现在教师

结合图像可以提出两到三个启发性的问题，学生通

过发现总结等主体思维过程主导定理的推导过程，

成为课堂的主人，最终学生对三个中值定理之间的

关系更加明确。

借助山东建筑大学课程教学质量学生评分体

系，对应用数形结合方法前后各两个学年的得分情

况进行对比，发现学生对以下五个指标的测评满意

度明显增高：“教师能有效利用实例授课”、“注重思

维能力培养及启发式教学”，“备课充分，多媒体课

件制作精良效果好”“授课内容易于接受和掌握，学

生的知识和能力得以提高”“课堂教学气氛活跃，教

学效果得以保证”。通过对材料学院成型焊接两个

专业学生的调研发现，学生的出勤率增加了，课后提

问的学生人数也增加了，说明学生的学习主动性得

以提高。

需要说明的是，在讲解时应用数形结合常常会

给学生一种以偏概全的假象，学生会错误地认为通

过构造特殊函数的几何图像可以代替应用严格的分

析语言证明定理。事实上采用几何图像演示教学内

容在本质上说是通过举例的方法进行授课，列举法

不能涵盖所有的情况，因此在教学时需要慎重选择

几何示例，并说明举例的特殊性，必要时可以选取多

个几何示例作对照。

５　结语

文章分析了高等数学教学中存在的问题，提出

了以培养学生数学思维、创新能力为最终目的的数

形结合教学法，并针对教学过程中所发现的学生难

以理解的知识点为例，给出了可以用于实践的数形

结合教学方法。文章所举实例从多个方面说明了数

形结合不仅可以生动地展现高等数学的教学内容，

还可以将抽象概念直观化、开拓学生思路、拓展学生

想象力，在活跃课堂氛围、增加学生学习兴趣的同

时，培养学生分析问题解决问题的能力。
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